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Lineare Klassifikation

Anne Driemel Letzte Aktualisierung: 14. Mai 2020

Die lineare Klassifikation ist eine der grundlegendsten Methoden im Maschinellen Lernen.
Die entsprechende Hypothesenklasse H ist definiert als die Menge von Funktionen der Form
hap: RE— {—1,+1} mit a € R b € R und?

hoo() +1 falls (a,z) > b
a,b\l) =
o —1 sonst

Wir konnen dies wieder dquivalent als Mengensystem beschreiben mit den Mengen
ra7b:{:1;€Rd ‘ <a,x>2b}

Die Menge 7, definiert einen Halbraum von R?. Ein Halbraum ist eine Menge, die durch
eine Hyperebene beschriankt ist. In unserem Fall ist das die folgende Hyperebene

fz{xGRd ) <a,x>:b}

Im R? kénnen wir uns das geometrisch vorstellen. Die Hyperebene ¢ ist orthogonal zu der Ge-
raden g durch den Nullpunkt, die den Vektor a enthilt und schneidet diese Gerade im Abstand

zum Nullpunkt?. Der Halbraum rq, umfasst alle Punkte zu der Seite von £ die durch die

b
Tall
Richtung des Vektors a angegeben ist.

\/

b

|all

'Fiir Vektoren x = (z1,...,24) und y = (y1,...,ya) ist das Skalarprodukt definiert als (z,y) = Ele TiYi

Die Norm eines Vektors & = (21,...,xq) ist hier definiert als [|z|| = /> ¢, 22
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1 VC-dimension von Halbriaumen

Wir wollen heute die VC-dimension des Mengensystems aller Halbraume analysieren. Zunéchst
wollen wir dazu ein paar grundlegende Begriffe einfiihren.

Definition 6.1 (Affinkombination). Fiir beliebige Punkte py, . .., p, € R? und Parameter o, . .., o, €
R mit Y0 o = 1 dst > a;p; eine Affinkombination. Die Punkte pi,...,p, sind affin
abhingig wenn es einen Punkt p; gibt, sodass p; = 27;:1_ a;p;. Also genau dann wenn wir

JF#i
einen Punkt der Menge durch eine Affinkombination der anderen Punkte ausdriicken konnen.
Die Menge aller Affinkombinationen einer festen Menge wird als ihre affine Hiille bezeichnet.

Eine Affinkombination ist also eine Linearkombination mit der zuséitzlichen Bedingung, dass
die Summe der Koeffizienten 1 ergibt. Mithilfe von Affinkombinationen lassen sich Geraden,
Ebenen und Hyperebenen darstellen.

Beispiel 6.2. Die Menge aller Affinkombinationen zweier Punkte p1,ps € R? ist
{tpi+(1—t)p2 | teR}

Das ist die Menge aller Punkte auf der Geraden, welche p1 und py enthdlt.

Lemma 6.3. Jede Menge von d + 2 Punkten im R ist affin abhdingig.

Beweis. Sei A = {p1,...,pa+2}. Setze ein beliebiges p; fest und betrachte fiir ¢ # j die d + 1
Punkte ¢; = p; — p;. Da d 4+ 1 Punkte linear abhéngig sind, existieren Parameter g; fiir ¢ # j
und ein Punkt ¢, sodass

d+2
w= Y B
i#j ﬂi} G
Somit gilt
d+2 d+2 d+2
pr=atpi=| D Big|+p= D Bpi—| D, Bil|pi+p
i#j ‘ljlj; G i#] ij{} G i#j ﬂj& G
Jetzt konnen wir 8; = — Zdizjzé . Bj | + 1 definieren und somit haben wir 23’; Bj =1
1#j und j#r JIFT
womit die Bedingung fiir eine Affinkombination erfiillt ist. O

Definition 6.4 (Konvexkombination). Fiir beliebige Punkte p1,...,p, € R? und Parameter
at,...,apn € Rmit Y j oy =1 und a; >0 fiir allel <i<mn sty ;| c;p; eine Konverkombi-
nation. Die Menge aller Konverkombinationen einer festen Menge wird als ihre konvexe Hiille
bezeichnet.

Beispiel 6.5. Die konvexe Hiille von zwei Punkten p,ps € R? ist die Menge
{tpi+(1—t)p2 | t€0,1] }.
Das ist die Strecke mit Endpunkten p1 und ps.
Beispiel 6.6. Die konveze Hiille von drei Punkten p1,p2,ps € R? ist die Menge
{aap1 +op2 +a3p3 | ar,az,a3>0unda;+as+a3=1}.

Das ist das Dreieck mit den Eckpunkten pi,ps und ps.
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1.1 Radon’s Lemma

Lemma 6.7 (Radon’s Lemma). Fir jede Menge A von d + 2 Punkten im R? existieren Teil-
mengen Ay, As C A mit Ay N Ay = () und ein Punkt q, sodass q sowohl als Konvexkombination

von Ay dargestellt werden kann, als auch eine Konvexrkombination von As. Wir bezeichnen ¢
als Radonpunkt der Mengen A1 und As.

Beweis. Sei A = {p1,...,pa+2}. Da wir d+2 Punkte haben, sind diese affin abhéngig. Das heifit,
es gibt ein p; € A welches durch eine Affinkombination der anderen Punkte in A dargestellt
werden kann. Also existieren Parameter o fiir 1 < j < n mit ¢ # j, sodass

d+2 d+2
P = Zajpj mit Zaj =1
j=1 j=1
ij ij
Setzen wir nun «; = —1, dann kénnen wir a;p; auf beiden Seiten der Gleichung addieren und
bekommen
d+2 d+2

O:Zajpj mit Zaj:O.
J=1 J=1

Wir definieren nun zwei Indexmengen I1 = {7 | a; >0 } und [r ={ i | a; <0 }. Durch
dquivalente Umformung bekommen wir

=Y api=) aipp und =Y ai=> o

i€lq i€l i€ly el

Setzen wir nun v = ;. «@;, dann definiert ¢ = >, Bip; mit §; = % eine Konvexkombi-

nation der Punkte in A mit Index in I;. Ahnlich definert qQ = Zie I Bip; mit §; = —2¢ eine

Konvexkombination der Punkte in A mit Index in I5. Weiter ist ¢ = go und I; N Iy = (). Damit
ist der Satz bewiesen. ]

Beispiel 6.8 (Radonpunkt). Fiir 4 verschiedene Punkte a, b, c,d in der Ebene gibt es im Prinzip
zwei Moglichkeiten wie die Teilmengen in Radon’s Lemma zueinander liegen konnen.

b b
T ) c
\ a
\ (o]
\
\
\
d a d
(a) Ay ={a}, Ay = {b,c,d}. (b) A1 ={a,b}, Ay = {c,d}.
Ein Punkt a ist in der konvexen Hiulle Zwei Strecken ab und cd schneiden sich
der anderen Punkte {b, ¢, d} enthalten. in einem Punkt. Der Schnittpunkt

Hier ist a ein Radonpunkt. stellt einen Radonpunkt dar.



AGML, Sommersemester 2020 Vorlesung 6 (Seite 4 von 6)

1.2 Beweis der VC-dimension

Satz 6.9. Die VC-dimension von Halbriumen in R ist hochstens d + 1.

Beweis. Sei R das Mengensystem von Halbriumen in R%. Das heift, jede Menge in R ist von
der Form 7, = { z € RY } (a,x) > b } mit a € R% b € R. Wir zeigen, dass die VC-dimension
hochstens d + 1 sein kann. Angenommen dem wiére nicht so. Wir fithren diese Annahme zu
einem Widerspruch. Sei A = {p1,...,p412} C R? eine Menge von d + 2 Punkten die durch
R aufgespalten wird. Laut Radon’s Lemma gibt es zwei disjunkte Teilmengen A;, Ao C A die
einen gemeinsamen Radonpunkt ¢ besitzen. Das heisst, es gibt Konvexkombinationen

g=Y oipiund ¢ =Y Bip;

i€l 1€ly

wobei I; und Iy die Indexmengen von A; und As sind.
Sei r,p der Halbraum, der A; von A abspaltet. Dann ist

A = Tab M A und Ao N Tab = 0

also ist
(a,p;) > b fiir alle i € I

und
(a,p;) < b fiir alle i € Iy

Betrachten wir nun (a, ¢), so kénnen wir mit der ersten Konvexkombination unter Nutzung der
Linearitét des Skalarprodukts herleiten

(a,q) = <aazaipi> = Zai (a,pi) > Zaib =b

i€l i€l i€l

Die Abschétzung «; (a, p;) < a;b kénnen wir natiirlich nur machen, da alle «; positiv sind. Die
letzte Gleichheit folgt aus der anderen Bedingung an die Konvexkombination, dass die Summe
der Koeffizienten gleich 1 ist. Ahnlich kénnen wir mit der zweiten Konvexkombination herleiten

(a,q) = <a7 Zﬁipz‘> = Zﬁi (a,pi) < Zﬁib =b

i€l i€l 1€l
Damit ergibt sich ein Widerspruch mit b > (a,q) > b. O

Geometrisch kann man sich den Beweis fiir die obere Schranke wie folgt veranschaulichen.
Laut Radon’s Lemma gibt es zwei disjunkte Teilmengen A, Ay C A, sodass die beiden konvexen
Hiillen von Ay und Ay nicht zueinander disjunkt sind. Ein Halbraum, der A; von A abspaltet
ist durch eine Hyperebene beschrinkt, die A; und As linear separiert. Die Hyperebene wiirde
dann aber auch die beiden konvexen Hiillen linear separieren.

Satz 6.10. Die VC-dimension von Halbriumen in R? ist mindestens d + 1.

Beweis. Wir zeigen, dass es eine Punktmenge mit d+ 1 Punkten gibt, die durch R aufgespalten
wird. Dafiir konstruieren wir eine Menge A C R? mit |A| = d + 1, die durch R aufgespalten
wird. Sei e; der Einheitsvektor, der iiberall 0 ist und nur an der ¢ten Koordinate eine 1 hat. Wir
definieren als Menge A die d Einheitsvektoren und den Nullvektor ey = (0,...,0). Nun kénnen
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wir fiir jede Teilmenge A" C A zeigen, dass A’ abgespalten wird. Wir wihlen a = (ay,...,aq) €
R? und b € R wie folgt
1 falls e; € A, 0 falls eg € A’
a; = und b =
—1 sonst 1 sonst

Dann gilt {(a,eg) =0 und fiir 0 < < d
1 falls e; € A’
<aa 67;> =
—1 sonst
Durch eine Fallanalyse kann man nun zeigen, dass fiir alle e; € A gilt, dass
(a,e;)>b & e €A
Somit kann die Menge A’ immer durch einen Halbraum abgespalten werden. O

Beispiel 6.11. Im Beispiel von d = 2 kénnen wir exemplarisch Teilmengen von A = {ep, e1,ea}
aus dem obigen Beweis und die zugehdrigen Halbrdume visualisieren.

A" ={eo}

= (17 _1)
=|0

(a) A" = {e1,ea} (b) A" = {eg,e1} (c) A" = {eo}

2 Homogene Halbriume

Sei Ry das Mengensystem aller Halbrdume der Form
Tw:{:EERd‘<w,$>ZO} mit w € R?

Wir bezeichnen Halbraume dieser Form als homogene Halbraume.

Mit dem Mengensystem R sind auch allgemeine Halbriume im R?~! darstellbar. Insbeson-
dere konnen wir eine Funktion ¢ : R¥~! — R? definieren als ¢(z) = (z1,...,24-1,1) und dann
existiert fiir jeden Halbraum

rayb:{a:ERdfl ‘ <a,a:>2b} mit € R b eR

ein Halbraum r,, € R sodass fiir alle z € R4~1 gilt
TETy & ¢x) €Ty
insbesondere kénnen wir w = (ay, ..., aq4—1, —b) wihlen damit dies erfiillt ist.

Beispiel 6.12. Fiir d = 2 kénnen wir uns diese Halbraume im konkreten Beispiel wie folgt
veranschaulichen. Sei a =1, b = —2, dann ist w = (1,2). Die Gerade, die den Halbraum ry, im
R? beschrinkt schneidet die horizontale Gerade bei y = 1 in der x-Koordinate ﬁ. Die Punkte
auf der Horizontalen, die in 1y, enthalten sind, entsprechen den Punkten in R, Jie inrep CR

enthalten sind.
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