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Dimensionsreduktion

Anne Driemel Letzte Aktualisierung: 14. Juli 2020

In vielen Anwendungen sind die Daten, die wir als Eingabe fiir unsere Lernalgorithmen
bekommen, hochdimensional. In der Bildanalyse, zum Beispiel, ist jeder Datenpunkt eine Kom-
bination von vielen Pixelwerten. Jeder einzelne Pixel ist dabei ein eigenes Merkmal und nimmt
somit eine eigene Dimension im Merkmalsraum ein. Gleichzeitig kann man sich leicht vorstellen,
dass der exakte Werte jedes einzelnen Pixels nicht unbedingt fiir die Analyse benétigt wird. In
der Dimensionsreduktion geht es darum die Daten in einen geeigneten niedrig-dimensionalen
Unterraum zu projizieren, um die Daten vereinfacht darzustellen, wobei die Datenpunkte trotz-
dem moglichst gut erhalten bleiben sollen.

1 Definition der Zielfunktion

Sei S = {x1,...,2,} C R? eine Menge von Datenpunkten und sei ¥ € N ein Parameter mit
k < d. Wir wollen S mithilfe einer Funktion f : R¥ — R? beschreiben, definiert durch p € R¢
und eine d x k Matrix V mit

fO) =p+ VA, mit g e R?
Wir verlangen auflerdem von der Matrix V', dass sie orthonormal ist, das heifit
(i) fiir jeden Spaltenvektor v; von V gilt, dass (v;, v;) = 1
(ii) fiir je zwei Spaltenvektoren v; und v; von V' gilt, dass (v;, v;) =0

Die Funktion f bildet auf eine k-dimensionale Hyperebene im R? ab. Ziel ist es also, die Daten-
punkte in .S innerhalb einer k-dimensionalen Hyperebene angemessen darzustellen. Die Dimensi-
onsreduktion geschieht hier indem wir jedes x; {iber seinen Index dem Vektor )\; assoziieren. Die
Abbildung in den k-dimensionalen Unterraum wird also durch die Wahl der Vektoren Aq, ..., A,
bestimmt. Wie gut unsere Repréisentation von S ist, messen wir mithilfe der Summe der qua-
dratischen Absténde. Dies wird in der folgenden Zielfunktion ausgedriickt.

Wir wollen einen Vektor u, eine Matrix V und Spaltenvektoren Ai,..., A, finden, welche
zusammen die Zielfunktion

¢(/’L7 Vi, ... 7)‘71) - Z Hxl - f()‘l>H2
=1

minimieren. Diese Zielfunktion lisst sich noch vereinfachen. Dazu betrachten wir zunichst \;
und halten dabei V und g und \; mit ¢ # j fest. Man kann zeigen, dass ¢ fiir

X = V(i — p) (1)

minimiert wird. Insbesondere ist f(\;), fiir diese Wahl von )\;, die orthogonale Projektion von
x; auf die Hyperebene, die durch g und V' gegeben ist, und damit der Punkt in der Hyperebene
mit dem kleinsten Abstand zu x;. Im néichsten Schritt halten wir V und die Ay, ..., A, fest und
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minimieren ¢ iiber alle Werte von u. Hier kénnen wir die partielle Ableitung nach p wie folgt
herleiten. Sei v; € RY definiert als v = x; — V) fiir jedes 1 < i < n.

0\ ) N2 = 0\ ) |12
o 2ol = TP = o3 ==V

a n
= > |lvi—ul?
a'u =1

= igm—u,%—u)
i=1 a'u

oS ( P e D 2)
= Z(am(%,l M1)7---,8Md(%,d [td)

=1

= > (=201 = m)s- - —2(Yid — Ha))
=1

= > 20vi—n)
=1

n

= Z —2(%1‘ — U — V/\z)

=1

Setzen wir dies gleich dem Nullvektor, dann erhalten wir
1< 1<
i=1 i=1

Sei x = % >y . Setzen wir nun (1) ein, dann erhalten wir

u=w—V(iZVT(xi—u)> =T - VV(Z - p)
=1

Das ist dquivalent zu
VVI@—p) =2 —p

Wir konnen hier 4 = 7 wéhlen und diese Gleichung erfiillen, ohne dass die Wahl von V' bertihrt
ist.
Damit ergibt sich fiir unsere Zielfunktion

n

o(V) =l —2) = VVT (i —2)| (2)

=1

Wir kénnen dies so interpretieren, dass wir eigentlich eine Funktion f fiir die zentrierte Menge
S'={z,..., 2} mit 2} = z; — T finden wollen. Wir kénnen vereinfachend annehmen, dass die
Menge S schon zentriert ist. Dann ist T gleich dem Nullvektor und die optimale Hyperebene
geht durch den Ursprung. In diesem Fall ist die Funktion f eine lineare Abbildung und bildet
auf einen linearen Unterraum ab, die durch die Spaltenvektoren von V' aufgespannt wird.
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2 Beispiel

Wir wollen uns der Funktion f zunéchst weiter anhand eines Beispiels ndhern. Abbildung 1
zeigt eine zufilllige Auswahl von Bildern einer handgeschriebenen Ziffer Drei, aus dem MNIST
Datensatz. Jedes Bild ist durch einen hochdimensionalen Vektor von Pixelwerten gegeben. Ein
Bild mit h x w Pixeln ist demnach ein Vektor im R"*. Wir wollen diesen Datensatz in der
Parametrisierung einer 2-dimensionalen Hyperebene betrachten, welche die Zielfunktion ¢ mi-
nimiert. Das linke Bild zeigt den Vektor u, also das Bild einer gemittelten handgeschriebenen

3 /4

v
Ziffer Drei. Das mittlere Bild zeigt eine Darstellung des ersten Spaltenvektors vy der Matrix
V', das rechte Bild zeigt eine Darstellung des zweiten Spaltenvektors vy der Matrix V. Beachte,
dass der graue Hintergrund hier ein Artifakt der Darstellung ist. Die Pixelwerte sind in der
Darstellung auf Grauwerte zwischen 0 und 1 abgebildet. Die hellen Pixel der Vektoren vy und
vg sollten also als negative Werte interpretiert werden und dunkle Pixel als positive Werte.

Ein Punkt in der k-dimensionalen Hyperebene, die durch p, v; und ve bestimmt ist, wird
durch einen Parametervektor A = (t1,t) € R? als

f(t1,t2) = p+ tivg + tavy

dargestellt. Abbildung 2 zeigt das Ergebnis fiir eine Auswahl an Punkten im Parameterraum.
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Abbildung 1: Zufillige Auswahl des MNIST-Datensatzes von Bildern von handgeschriebenen
Ziffern. Hier ist eine Auswahl getroffen von Beispielen der Ziffer Drei.
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Abbildung 2: Links: Punktmenge (gelb) aus dem MNIST-Datensatz (nur Ziffer Drei) projiziert
auf den Unterraum, der durch v; und v9 gespannt wird. Rechts: Darstellung der Rekonstruktion
durch die Funktion f(t1,t2) = pu+ t1v1 + tave fiir die blauen Gitterpunkte (¢1,t2) im Bild links.
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3 Singularwertzerlegung

Wir wollen eine Matrix V' finden, welche die Zielfunktion ¢ in (2) minimiert. Dazu schreiben
wir unsere Menge von Datenpunkten S = {z1,...,2,} C R? in eine Matrix. Sei A eine n x d
Matrix mit Zeilenvektoren ai,...a, mit a; = (z; — %) mit =2 37 | z; fiir alle 1 <i < n.

Wir betrachten zunichst den Fall k¥ = 1. In diesem Fall hat die Matrix V nur einen Spal-
tenvektor vy. Dieser Spaltenvektor spannt einen 1-dimensionalen Unterraum, also eine Gerade
durch den Ursprung, und wir betrachten die Projektionen der Eingabemenge auf diese Gerade.

Betrachte das Dreieck mit den Eckpunkten a;, der Projektion y; = v; (v1,a;), und dem
Nullpunkt. Seien §; = ||v1 (v1,a;) || und a; = ||a; — v1 (v1, a;) ||, und ||a;|| die Seitenlédngen dieses
Dreiecks.

0

Es folgt aus dem Satz von Pythagoras, dass
B = laill* + of

Damit ist o? = ||a;||> — 82. Wir suchen nach einem Vektor vy mit |jv1]| = 1, sodass ¢(vy) =
>, o2 minimiert wird. Durch Einsetzen der obigen Beobachtung erhalten wir

argmmZa = argmmz lag]|? — 6% = argmaxZﬂ

vierd T vierd T S —
llogll=1 llogll=1 logll=1

Um die Summe auf der rechten Seite noch weiter zu vereinfachen, beobachten wir, dass
Bi = llvr (o1, @i} || = | (w1, a) |,

da ||v1]] = 1 ist. Also ist

Y 8= v P = Av|?
=1 =1
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Das heifit, ¢ zu minimieren ist dquivalent dazu, ||Av;|| zu maximieren.
Angenommen, wir kénnten v, bestimmen. Betrachte den folgenden Greedy-Algorithmus, der
weitere Spaltenvektoren vs, ..., v der Matrix V unter dieser Annahme bestimmt.

Greedy-Algorithmus(n x d Matrix A)
1. v = argmax,, =1 [[Avi|
2. o1 = ||Avy||
3. while 0; # 0 do
4 1=1+1
5. wv;=argmax |u=1  ||Av|
vilvy,...v;_q
6 g; = HA%H
7. Return vy,...,v;

Man kann zeigen, dass der Algorithmus eine sogenannte Singuldrwertzerlegung der Matrix A
bestimmt. Allgemein besteht die Singuldrwertzerlegung einer reellen Matrix A aus drei Matrizen

U,D,V, mit

A=U-D-V"
und mit den folgenden Eigenschaften der Matrizen
- U ist eine n x r Matrix mit orthonormalen Spaltenvektoren uq, ..., u,,
- V ist eine d x r Matrix mit orthonormalen Spaltenvektoren vy, ..., v,,

- D ist eine r x r Diagonalmatrix mit Eintrdgen oy > --- > 0, > 0,
wobei r den Rang der Matrix A bezeichnet, das heifit r ist die maximale Anzahl linear un-
abhéngiger Zeilenvektoren von A.

Wir nennen die Spaltenvektoren von V' die rechten Singuldirvektoren, die Spaltenvektoren
von U die linken Singuldrvektoren und die Werte o1, ..., 0, die Singuldrwerte. Wir konnen die
obige Gleichung schreiben als

-
A= Z JiuiUZ-T 5
i=1

Betrachten wir nur die Summe der ersten k& Terme, dann erhalten wir eine Matrix

k
Ak: E O‘iuiUZ-T
=1

Die Zeilenvektoren von A entsprechen den Vektoren y; in dem von V' aufgespannten k-
dimensionalen Unterraum, welche unsere Datenpunkte a; approximieren sollen. Dadurch, dass
die Singuldrwerte ihrer Grofie nach geordnet sind, wihlen wir mit A genau die Terme aus, die
am stéirksten in die Summe eingehen.

Alternativ kénnen die Vektoren vy, ..., v durch eine Eigendekomposition der Matrix AT A
bestimmt werden. Dort wiirden wir die k£ Eigenvektoren mit den gréofiten Eigenwerten auswéihlen.

Die Darstellung der Datenpunkte im Unterraum der ersten k Eigenvektoren, bzw. Singulérvektoren,

wird auch als Eigenkomponentenanalyse bezeichnet.

4 Potenzmethode

Wie kann man nun den Singulérvektor arg max, =1 [|Av1[| bestimmen? Dafiir betrachten wir
die sogenannte Potenzmethode. Die Methode hat ihren Namen daher, dass sie das Ergebnis
bestimmt indem sie eine Matrix immer wieder mit sich selbst multipliziert, um eine hohe Potenz
dieser Matrix zu berechnen.
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Betrachte die Matrix B = AT - A. Sei A =Y_!_, oyu;0] die Singulérwertzerlegung, wie oben
definiert. Dann ist ; .
AT = Z ai(uiviT)T = Z Uiviu;fp.
i=1 i=1
Also erhalten wir fiir B
T T
B = (Z a,-vm?) Z Ujujva
i—1 j=1

r

= 3 oojead ) e

i=1 j=1
T T T
2 (T, T T T
= g orvi(uj ui)v; + E E 000 (u; uj)v;
i=1 i=1 j=1
i
Da die Vektoren uy,...,u, orthonormal sind, gilt uZTul =1fiir 1 <¢und UZTUJ' = 0 fiir ¢ # j.

Daher folgt
T
B = Z afviv?
=1

Betrachte nun die Matrix B2 = B - B.

T T
2 _ 2, T 2, T
B* = (E O'l-UZUi> g o;V;
i—1 j=1
T

= > aioj(viv] ) (vv])

i=1 j=1

T T T
= Z o2v; (vl vl + Z Z Uiajvi(viij)v;r
i=1

i=1 j=1
i

Da die Vektoren vy, ..., v, orthonormal sind, gilt v}v; = 1 fiir 1 < i und U;‘ij = 0 fiir ¢ # j.

Daher erhalten wir
T
2 _ 4. T
B* = g 0; V;iv;
i=1

Allgemein konnen wir damit fiir die kte Potenz von B herleiten, dass

T
k _ 2k, T
B* = E 05" viv;
i=1

da der Term (v} v;) immer gleich 1 ist und bei der Multiplikation stets wegfillt. Wenn oy > o9,

dann konvergiert B¥ fiir groBe Werte von k gegen den ersten Term der Summe,

k 2k, T
BY — o7"v1vy

Das heifit, wir kénnen v; bestimmen, indem wir einen Spaltenvektor von B* normieren.
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