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Boosting

Thomas Kesselheim Letzte Aktualisierung: 16. Juni 2020

Beim maschinellen Lernen kommt es héufig vor, dass man in der Lage ist, Datenpunkte
einigermafien gut zu klassifizieren aber nicht genau genug. Ein Grund dafiir kann sein, dass
Hypothesen verwendet werden, die nicht ausdrucksstark genug sind, um Datenpunkte von ein-
ander zu unterscheiden. Heute werden wir eine sehr hilfreiche Technik kennenlernen, die die
Genauigkeit auf der Trainingsmenge deutlich verbessert, das sogenannte Boosting.

1 Ein einfiihrendes Beispiel

Schauen wir uns zunéchst ein einfaches Beispiel an. Es mag sich zunéichst etwas trivial anfiihlen;
es bedarf aber hoffentlich nicht zu viel Phantasie, um zu sehen, dass solche Probleme auch in
komplexeren Szenarien auftreten.

Betrachten wir den Fall von binérer Klassifikation von Punkten aus den reellen Zahlen R.
Zu Beginn haben wir nur Schwellenwertfunktionen zur Verfiigung. Dabei handelt es sich um
Hypothesen der Form:

@ =11 flszse 00 M@

-1 fallsz<a -1 fallsz >a
1 falls x < a

Wir kénnen solche Hypothesen auch sehr knapp ausdriicken iiber zwei Parameter w; € R,
wy € {—1,1}, sodass hy, w,(T) = we - sign(z — wy).!

Nehmen wir nun weiter an, dass die Grundwahrheit eigentlich ist, dass alle x € [a, b] positiv
sind und alle = ¢ [a, b] negativ sind. Auch in diesem sehr einfachen Fall kénnen wir im Allgemei-
nen keinen Trainingsfehler unter 1 erreichen. Falls beispielsweise S = {(—1,—1), (0,+1), (1, 1)}
wird immer einer der Punkte inkorrekt klassifiziert werden.

Hingegen wird eine Linearkombination von Klassifikatoren gute Ergebnisse liefern. Ist ir-
gendeine Trainingsmenge S = {(z1,91),-- -, (Tm, ym)} gegeben, definieren wir h* mithilfe eines
beliebigen z < min; x; iiber

h*(x) = sign (hg1(z) + hp —1(z) + ho—1(x))

Nun ergibt sich fiir € [a,b], dass hq1(x) = hp—1(x) =1, h, —1(x) = —1. Also h*(z) = 1. Fiir
x € (z,a) U (b,00) ergibt sich h*(z) = —1. Somit ist fur alle ¢ garantiert, dass h*(z;) = y; und
damit errg(h*) = 0. Trotzdem handelt es sich nicht um die Grundwahrheit: Unterhalb von z ist
die Klassifikation falsch.

Unser heutiges Ziel wird sein, diese Idee auf allgemeine Hypothesenklassen zu verallgemei-
nern.

Wir nehmen an, dass die Signum-Funktion +1 an der Stelle 0 ist.
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2 Problemstellung

Uns ist eine Trainingsmenge S = {(z1,y1),.--, (@m,ym)}, i € X, y; € {—1,+1} fir alle 4,
gegeben und wir mochten eine Hypothese h berechnen, sodass errg(h) = L|{i | h(z;) # v;}|
nah an 0 liegt.

Wir haben allerdings nur einen schwachen Lernalgorithmus zur Verfligung. Als Eingabe
erhélt er beliebige Gewichte p1,...,pm > 0 mit ) . p; = 1 (Die Gewichte definieren also eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber S). Daraufhin berechnet er eine Hypothese h),, sodass

1
errp(hy) = Z pis 57
ithp () 7y

fiir ein festes v > 0.2 Fiir p; = % ist err, genau der Trainingsfehler. Das heifit, die Hypothese
hy, stellt sicher, dass eine gewichtete Version des Trainingsfehlers klein ist.

Beispiel 14.1. Betrachten wir wieder das Fingangsbeispiel mit Schwellenwertfunktionen, aber
die Grundwahrheit ist definiert dber ein Intervall [a,b]. Wir werden nun zeigen, dass die Schwel-
lenwertfunktion h, die errp(h) minimiert, die obige Garantie mit v = % erfillt. Das heifit, ein
Algorithmus, der den gewichteten Trainingsfehler auf Schwellenwertfunktionen minimiert ist ein
schwacher Lernalgorithmus, wenn die Grundwahrheit durch ein Intervall definiert ist.

Um ~ = % zu zetgen, stellen wir fest, dass fiir jeden Vektor p und alle a < b gilt

Zpiﬁé oder Z pigé oder Zpig

1:x;<a i:a<z; <b iy >b

W =

Zwei der drei Arten von Datenpunkten (unter a, zwischen a und b, tiber b) kénnen wir leicht
durch eine Schwellenwertfunktion richtig klassifizieren. Der kleinste Fehler wird also hdchstens
% = % — % sein.

Wir werden zeigen, dass ein solcher schwacher Lernalgorithmus ausreicht, um einen starken
Lernalgorithmus zu entwerfen: Gegeben ein € > 0 und eine Trainingsmenge S wird er den
schwachen Lernalgorithmus nutzen, um Hypothesen hi,...,hr und «1,...,ar zu berechnen,
sodass h* mit h*(x) = sign(aihi(x) + ...+ arhp(x)) die Bedingungen errg(h*) < e erfiillt.

3 Idee fiir einen Algorithmus

Wir nehmen nun an, dass uns ein schwacher Lernalgorithmus gegeben ist, und wollen auf dieser
Basis einen starken Lernalgorithmus entwickeln. Die Eingabe fiir diesen ist eine Trainingsmenge

S = {(xl, yl)a SRR ($m, ym)}
Unser Algorithmus ruft also den schwachen Lernalgorithmus wiederholt auf der Trainings-

1) _

menge mit unterschiedlicher Gewichtung auf. Anfianglich setzen wir p; ' = % fiir alle 4. Das

2Das Boosting-Framework kann erweitert werden um die Annahme, dass diese Schranke nur mit gewisser
Wahrscheinlichkeit eingehalten wird.
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heifit, der schwache Lernalgorithmus minimiert den Trainingsfehler so gut es ihm moglich ist.
Wir erhalten eine Hypothese hi. Wir wissen nun, dass hj falsch liegt auf hochstens (% —y)m
Punkten in S. Anders formuliert ist hy auf etwas mehr als der Halfte der Punkte in S korrekt.

Nun rufen wir den schwachen Lernalgorithmus erneut auf. Die Idee ist nun p® so zu setzen,
dass pgz) > %, falls hq(z;) # yi, und pl(?) < %, falls hq(z;) = y;. Das heifit, in dieser Ausfithrung
soll der schwache Lernalgorithmus sich mehr auf diejenigen Punkte konzentrieren, die bislang
falsch klassifiziert wurden.

Wir miissen nun angeben, wie sich die Gewichte p

(*)
Y die sich nicht zwangsldufig zu 1 aufsummieren. Es ist immer p(t) = wgt)/ W®  wobei W®

die Summe aller wm
t

ergeben. Wir nutzen dazu Gewichte

(

w;

;  1st.

Das Gewicht wg ) driickt aus, wie oft Datenpunkt ¢ von den Hypothesen h, ..., h;—1 falsch
klassifiziert worden ist. Je grofier es ist, desto mehr dieser Hypothesen lagen falsch. Entsprechend
wichtiger ist es, dass der schwache Lernalgorithmus diesen Punkt richtig klassifiziert, wenn er
h: berechnet.

Konkret ist wgl) =1 fiir alle ¢. In Schritt ¢ werden die Gewichte iiber die Regel

wZ(tJrl)

®)

%

{e_mw(t) falls hy(z;) = y;

etw sonst

angepasst. Dabei ist 7, > 0 fiir alle Punkte gleich und abhéngig vom aktuellen Fehler. Fiir die
spétere Rechnung konnen wir dies etwas knapper schreiben. Wegen

+1  falls hy(x;) = s

—1  sonst

yiht(xi) = {

ergibt sich
'LUZ(H—I) _ wgt)e—myiht(iﬁi) ]
Diese Art, Gewichte mittels multiplikativer Verinderung anzupassen, ist beim Entwurf von
Algorithmen relativ verbreitet. Sie begegnet uns auch bei Algorithmen fiir ganz andere Proble-

me. Die Zusammenhénge kénnen wir an dieser Stelle leider nicht diskutieren.

4 AdaBoost

Der Algorithmus AdaBoost (fir Adaptive Boosting) benutzt genau diese Ideen. Er lautet wie
folgt.

(1)

i

e In Schritt t=1,...,T

e Initialisiere w;’ = 1 fiir alle ¢

Berechne W) = Z;il w(t)7 Pz(t) = wz(t)/W(t)

i

Sei h; das vom schwachen Lernalgorithmus auf p® berechnete Ergebnis

Berechne € =37, 4 (1) 4y, pz(»t) (Fehler von h; auf p®))
Sei n, = %m (é — 1)

— Aktualisiere Gewichte w

(t+1) — w(t)e—ﬂtyiht(l”i)

% %

e Gib h* aus, definiert {iber h*(x) = sign (23:1 mht(az))
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Satz 14.2. Der Algorithmus AdaBoost garantiert errg(h*) < exp(—2y%T).

Zur Erinnerung: v stammt aus der Garantie des schwachen Lernalgorithmus. Interessanter-
weise braucht der Algorithmus es nicht zu kennen.

Beweis. Sei gi(x) = Y_t_, nyhy (). Durch diese Definition sind wgt) = e ¥i9-1(#i) and h*(z) =
sign(gr(z)).

Wir betrachten, wie sich die Summe der Gewichte, W®) = Py wl@, iiber die Zeit veréndert.
Wir werden zeigen, dass gilt

WD < e 2°W®  firalle t € {1,...,T} . (1)

Betrachten wir zunéichst, wie diese aus dieser Ungleichung die Aussage des Satzes folgt. Der
Algorithmus liuft fiir 7 Schritte. Aufgrund von Ungleichung (1) gilt im Anschluss W+ <
e~ 27T (1) — o=29°T,,

Dariiber hinaus gilt fiir alle ¢ mit h*(x;) # y;, dass y;gr(z;) < 0, denn das Produkt zweier
reeller Zahlen mit unterschiedlichem Vorzeichen ist immer nicht-positiv. Das bedeutet, dass fiir
diese ¢ auch wETH) = ¢ %i97(%i) > 1. Fiir alle andere 7 nutzen wir, dass wETH) > 0. So erhalten
wir insgesamt W T+ > |{i | h*(z;) # v;}| und damit

errg(h*) < iW(TH) <e 2T
m

Die Aussage des Satzes ist damit bewiesen.
Damit miissen wir also nur noch Ungleichung (1) zeigen. Die Summe der Gewichte nach

Schritt ¢ ist
WD) — Z (t+1) Zw o Yinth(zi)

=1
Das heiBt, die Anderung ist
W) m wz(
_ e~ Yinhi(zi) Z —yinche(z:) _ Z =1t Z nt
pe pPem ¢ plem .
() i
w i=1 w ihe(xi)=y; ithe (i) #Yi

Geméf Definition 3,5, )2y, pgt)

=¢ und e = /1/¢ — 1. Also

W (t+1) 1
=(l—¢lem+ege™ =(1 —¢)———=+6/1/6 — 1
W(t) ( t) t ( t)m t /t

/ 1—e
1—6t 1 €+€t t 1—6,5).
— &

Der schwache Lernalgorithmus garantiert uns, dass e < % — ~ und somit

(t+1)
W;V(t) =2ve(l —¢) < 2\/(; — 7) (; -{-7) =v/1-4y2 < Ve ? = 27’

Dies zeigt Ungleichung (1) und damit ist die Aussage bewiesen. O
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5 Die Schattenseiten

Wir haben nun hergeleitet, dass wir auf jeder Trainingsmenge S einen Trainingsfehler von
hochstens exp(—272T) erhalten werden, wenn wir T' Iteration von AdaBoost verwenden. Es
liegt nun nahe, T so grof3 wie moglich zu wihlen, weil dadurch der Fehler kleiner und kleiner
wird. Dieser kleinere Fehler kann jedoch durch Overfitting zustande kommen.

Formaler gesprochen: Die VC-Dimension der Klasse von Hypothesen, die AdaBoost in T
Iterationen berechnen kann, wéchst in 7. Betrachten wir dazu X = R und ein beliebiges m €
N. Wenn T im Verhiltnis grof3 genug ist, dann kann Boosting von Schwellenwertfunktionen
m Punkte mit beliebigen Labels versehen. Das heifit, die VC-Dimension ist mindestens m in
diesem Fall. Hierzu stellen wir fest, dass v = ﬁ gilt, wenn wir das Label eines Punktes richtig
setzen und bei mindestens der Héilfte der {ibrigen Punkte. Mit T > #ln@m) erhalten wir
errg(h*) < 5. Also muss errg(h*) = 0 sein.

Insgesamt heiflt dies, dass man vorsichtig sein muss, wenn man Boosting anwendet: Es ist ein
hilfreiches Werkzeug, um besser klassifizieren zu kénnen, aber es gibt den bekannte Abwigung

zwischen Trainingsfehler und Overfitting.
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