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Wachstumsfunktion

Thomas Kesselheim Letzte Aktualisierung: 24. April 2020

1 Wiederholung: PAC-lernbar (Realisierbarer Fall)

Unsere Aufgabe ist es, Datenpunkte aus einer Menge X zu klassifizieren, beispielsweise X C R.
Die Label werden binér sein, das heifit -1 oder 1. Beispielsweise konnte X die Menge aller E-
Mails sein und die Labels habe die Bedeutung ,nicht Spam* oder ,Spam®. Unser Ziel ist es,
dass wir fiir jeden Datenpunkt z, den wir als Eingabe erhalten, das korrekte Label y € {—1,1}
vorhersagen zu koénnen.

Es gibt eine Klasse von Hypothesen #H. Jede hat die Form h: X — {—1,1}. Wir nehmen
an, dass wir im realisierbaren Fall sind. Das heifit, es gibt eine Grundwahrheit f € H, die
eine unserer moglichen Hypothesen ist, und das korrekte Label fir € X ist immer f(x). Wir
mochte nun eine Funktion A € H finden, die moglichst &hnlich zum korrekten f ist. Dafiir steht
uns aber nur eine begrenzte Anzahl Samples mit korrekten Labels zur Verfiigung.

Wir erinnern uns an die Definition von PAC-Lernbarkeit.

Definition 2.1. Fine Hypothesenklasse H heifst PAC-lernbar (im realisierbaren Sinn), wenn es
eine Funktion mqy und einen Lernalgorithmus A gibt, sodass der Algorithmus fiir alle €,§ > 0,
jede Verteilung D und alle f € H, gegeben ein Sample S von Grifie mindestens my(e,d) von Da-
tenpunkten mit korrekten Labels, eine Hypothese hg € H berechnet, sodass Pr [errp ¢(hg) < €] >
1-4.

Hierbei ist errp f(h) := Pryp [h(z) # f(x)] der tatséchliche Fehler von h. Zwei Beispiele
dafiir haben wir bereits gesehen. Heute wollen wir uns das Thema etwas allgemeiner anschauen.

2 Minimierung des Trainingsfehlers

Wir werden uns allgemeiner Algorithmen anschauen, die den Trainingsfehler minimieren.

Definition 2.2. Der Trainingsfehler (oder empirisches Risiko) errg(h) einer Hypothese h hin-
sichtlich einer Trainingsmenge S ist

errs(h) i= —[{h(a) £ i}

Im realisierbaren Fall gilt fiir die Grundwahrheit f immer errg(f) = 0 fiir alle S. Unsere
Algorithmen aus der letzten Vorlesung berechneten jedoch auch jeweils Hypothesen h, sodass
errg(h) = 0. Auch diese minimieren also den Trainingsfehler. Unsere Frage heute wird sein, den
tatséichlichen Fehler von Hypothesen zu beschrianken, die den Trainingsfehler minimieren.

3 Endliche Hypothesenklassen

Wir betrachten zunéchst den einfachen Fall, dass die Menge H endlich ist, wenn auch ansonsten
beliebig.

Satz 2.3. Wenn m > %1n (@), dann gilt mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1 — §, dass alle

h € H mit errg(h) = 0 auch errp s(h) < € erfiillen.
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Beweis. Wir betrachten zunéchst ein festes h € H mit errp ¢(h) > €, das heifit, der tatséchliche
Fehler von h ist mindestens e. Nun gilt

Pr [errg(h) = 0] = Pr [h(z1) = 1, .- -, h(Tm) = Y]
=Prh(z))=wn] ... Pr{h(zm) =ym| < (1—e)" <e .

Das heifit, dass die Wahrscheinlichkeit, dass h keinen Trainingsfehler hat, hochstens e™™ ist.

Um die Gesamtwahrscheinlichkeit zu beschréinken, dass es irgendeine Hypothese gibt, die
zwar keinen Trainingsfehler, aber grofien tatséchlichen Fehler hat, benutzen wir die sogenannte
Union Bound.

Lemma 2.4 (Union Bound). Es seien &1, ..., &, (nicht notwendigerweise disjunkte) Ereignisse.

Dann gilt
U 5@-] <> Prig]
i=1 i=1

Der Beweis der Union Bound folgt durch induktive Anwendung von Pr [AU B] = Pr [A4] +
Pr [B] - Pr[AN B] < Pr[A] + Pr[B].

Um nun die Union Bound anzuwenden, definieren wir fiir jede Hypothese h € H das Ereignis
En, dass errg(h) = 0.

Nun gilt

Pr

Pr[3h € H : errp f(h) > € und errg(h) = 0] = Pr U En
heMt,errp f(h)>e
< Z Pr [errg(h) = 0]
heH,errp f(h)>e
< [Hlem ™ <6 -

4 Wachstumsfunktion

Dieses Ergebnis niitzt uns natiirlich nichts, wenn A unendlich ist. Wir haben allerdings schon
Beispiele gesehen, dass auch unendliche Hypothesenklassen PAC-lernbar sein kénnen, beispiels-
weise die Schwellenwertfunktionen. Diese haben eine Struktur, die wir ausnutzen konnen. Dies
koénnen wir wie folgt formalisieren.

Definition 2.5. Gegeben S C X, sei H|s die Menge aller Hypothesen h € H mit Definitions-
bereich eingeschrinkt auf S. Das heifit, H|s = {hls | h € H}.
Die Wachstumsfunktion von H ist definiert als Ty (m) = maxgc x| 5/=m|H|s|-

Weil die Abbildungen in H|gs von S nach {—1,+1} abbilden, kénnen es nicht mehr als 2™
verschiedene sein, weil es nicht mehr Abbildungen gibt. Somit muss immer 11y (m) < 2™ gelten.
Haufig sind die Werte von Il jedoch viel kleiner.

Beispiel 2.6. Betrachte X =R und H als die Klasse der Schwellenwertfunktionen

h () +1  fallsx>d
a\T) =
—1  sonst
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Fiir S ={2,3,4} besteht H|s aus folgenden vier Funktionen:

rw— —1  fir alle x x+— 41  fir alle ©
-1  firx=2 oderxz =3 -1  firx=2
T = T =
+1  firz=4 +1  firxz=3 oder x =4

Es gibt noch vier weitere Funktionen {2,3,4} — {—1,+1}. Diese lassen sich aber nicht iber
einen Schwellenwert realisieren.

Allgemein gilt Iy (m) = m+ 1, denn es gibt nur m+ 1 mdgliche ,,Umschaltpunkte® von —1
auf +1. Das heifit, die Funktion wdchst deutlich schwdcher als 2™.

Der folgende Satz zeigt, dass wir in der Aussage von Satz 2.3 im Wesentlichen die Grofie
von H durch die Wachstumsfunktion ersetzen kénnen.

Satz 2.7. Es seien € > 0 und § > 0 beliebig und

mZmax{f,ilogQ <2H”5(2m))} . (1)

Betrachte ein Sample S von m Datenpunkten mit korrekten Labels gemdf f gezogen unabhdngig
und identisch verteilt aus D. Es gilt mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1 — 9, dass alle h € H
mit errg(h) = 0 auch errp f(h) < € erfiillen.

Bevor wir mit dem Beweis dieses Satzes beginnen, schauen wir uns zunéchst die Aussage et-
was genauer an. Sie hat grundsétzlich die Struktur der Aussage, wie wir sie fiir PAC-Lernbarkeit
brauchen. Wenn m Bedingung (1) erfiillt, dann fiihrt beliebiger Lernalgorithmus, der den Trai-
ningsfehler minimiert, zu einem tatséchlichen Fehler von hochstens e mit Wahrscheinlichkeit
mindestens 1 — 4.

Wann gilt jedoch Bedingung 1 und wann ist sie iiberhaupt fiir alle € und § erfiillbar? Schauen
wir uns nur noch m > % an, dann brauchen wir noch

2 203 (2m)\ 2 2 2 m —logy (§) 2
>4 R =2 Iy (2 -1 oo (T (2 = <
m > ; 089 < 5 > p 0go ( 7’[( m)) + B 0g9 (5) 10g2 (HH(2m)) T €

Wenn II3(2m) = 2?™ (die triviale Schranke), dann ist log, (IT3(2m)) = 2m. Die Ungleichung
ist also fiir sinnvolle € (d.h. € < 1) nicht erfiillbar.

Wiéchst hingegen log, (ITy(2m)) schwécher als m, das heifit, log, (IIy(2m)) = o(m), dann
muss m nur ausreichend grofl genug gewéihlt werden, um die Schranke zu erfiillen.

Im Beispiel mit den Schwellenwertfunktionen ist dies der Fall. Es gilt 113 (2m) = 2m + 1.
Nun gilt also fiir alle § > 0, dass

m — log, (%) m — log, (%)

_ - |
logy (I (2m)) _ logy(2m +1) =~ "7

Egal, wie € und § als gewéhlt sind, fiir gentigend grofie m ist Bedingung 1 immer erfiillt.



