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Approximative Néchste Nachbarn

Anne Driemel Letzte Aktualisierung: 1. Juli 2020

In der letzten Vorlesung ging es um eine Klasse von Lernalgorithmen, die auf dem Prinzip
der néchsten Nachbarn basiert. Zur Erinnerung, die grundlegende Variante dieser Lernalgo-
rithms nutzt die folgende Hypothese hg : X — {41, —1} definiert fiir eine Trainingsmenge
S ={(z1,91),-(Tm,ym)} € R? x {~1,4+1} durch

hs(x) = y; mit i = arg mind(z, x;),

1<i<m
wobei d : X x X — R> eine Abstandsfunktion definiert. Wir bezeichnen x; als den néchsten
Nachbarn von z in S. Fiir den Euklidischen Abstand hatten wir das algorithmische Problem,
den néchsten Nachbarn zu bestimmen, mithilfe der Voronoi-Diagramme analysiert. Das Voronoi-
Diagramm beschreibt im Grunde die inverse Funktion der Hypothese hg. Da die Komplexitét
eines Voronoi-Diagramms im schlimmsten Fall exponentiell mit der Dimension d wéchst bieten
sie leider keine effiziente algorithmische Losung des Problems an. Es bleibt uns scheinbar nur
die Moglichkeit, die Abstdnde zu allen m Elementen der Trainingsmenge zu berechnen, um die
Funktion hg an einem Punkt x zu evaluieren. Dies wird auch als lineare Suche bezeichnet, da
die Laufzeit in O(dm) ist.

Wir wollen heute eine approximative Variante dieses Problems betrachten. Das Ziel ist es, auf
der Menge S eine Datenstruktur zu berechnen, welche eine effizientere Klassifizierung zulésst,
also eine Klassifizierungslaufzeit besser als die der linearen Suche, wobei wir trotzdem noch dem
Prinzip der nichsten Nachbarn treu bleiben wollen.

1 Lokalitatssensitive Funktionen

Definition 18.1. Sei F eine Klasse von Funktionen der Form h : X — U, wobei auf U eine
Ordnungsrelation < definiert ist, und sei d : X x X — R>( eine Abstandsfunktion. F ist
(r, R, o, B)-lokalititssensitiv beziiglich der Funktion d, wenn fir x,y € X

Procs [h(e) = h(y)] > a  falls  d(x,y) <r (1)
Procs [h(@) = h(y)] < B falls d(z,y) > R (2)

Wir sagen, dass eine Klasse von Funktionen lokalititssensitiv ist, wenn sie (r, R,«, [3)-
lokalitdtssensitiv ist fiir ein a >0, ein 8 <1 und r, R >0 mit r < R.

Idealerweise wollen wir, dass o méglichst grofl ist, dass § moglichst klein ist und dass R/r
moglichst nah bei 1 ist. Die Intuition dahinter ist, dass zwei Punkte, die nah beieinander liegen
dann eine hohe Wahrscheinlichkeit haben, durch ein zufilliges h auf denselben Schliissel abge-
bildet zu werden, wihrend Punkte, die weit entfernt voneinander entfernt liegen eine niedrige
Wahrscheinlichkeit haben, durch ein zufilliges h auf denselben Schliissel abgebildet zu werden.

Lokalitétssensitive Funktionen erlauben es uns, bekannte Suchstrukturen, wie zum Beispiel
Suchbdume, oder Hashing, auf das Néchste-Nachbarn-Problem in hSheren Dimensionen anzu-
wenden. Sei D solch eine Suchstruktur. Wir kénnen dann eine lokalitdtssensitive Funktion h
zufillig aus der Klasse F wéhlen und die Schliissel z; = h(x;) fiir jeden Punkt (x;,y;) € S aus
der Trainingsmenge erzeugen. Die Datensétze (x;,y;) speichern wir dann mit dem zugehdorigen
Schliissel in der Suchstruktur D. Um den néchsten Nachbarn eines Punktes y € X in S zu
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Abbildung 1: Schematische Darstellung der Unterteilung der Punktmenge S anhand der
Absténde zu y. Fiir die Punkte, deren Abstand zwischen r und R liegt, wird in Definition 18.1
kein Aussage gemacht. Sie fallen in den Bereich des Approximationsfehlers.

finden, erzeugen wir den Schliissel z = h(y) und suchen in D nach z. Dafiir ist es wichtig,
dass auf der Schliisselmenge eine Ordnungsrelation existiert, die es erlaubt, die Schliissel zu
sortieren. Beachte, dass die lokalitéitssensitiven Funktionen hier nur eine Entscheidungsvarian-
te des Néchste-Nachbarn-Problems 16sen, da die Abstandsparameter » und R fest sind. Fiir
den Euklidischen Abstand lésst sich dies durch Skalierung der Punktmenge auf alle anderen
Abstandsparameter erweitern.

Insgesamt erinnern lokalitétssensitive Funktionen stark an das Hashing. Sie sollten aber
nicht damit verwechselt werden. Beim Hashing geht es darum, ein Universum U auf eine kleine
Indexmenge {1,...,m} abzubilden. Das Ziel ist, einen Datensatz (Teilmenge des Universums)
in einem Array der Grofle m abzuspeichern und konstante Zugriffszeit auf die Elemente des
Datensatzes zu erreichen. Eine sogenannte Hash-Kollision tritt dann auf, wenn zwei verschie-
dene Elemente im Datensatz auf denselben Schliissel abgebildet werden. Um mehrere Elemente
unter demselben Schliissel zu speichern, kénnen zusétzliche verkettete Listen verwendet werden.
Beim Hashing ist #H also eine Menge von Funktionen h : U — {1,...,m}. Beim sogenannten
uniformen Hashing gilt die folgende Annahme fiir jede zwei z,y € U: Prpcr [h(z) = h(y)] = %
Diese Annahme erlaubt es, die Auswirkungen von Hash-Kollisionen auf die Zugriffszeit zu be-
schrianken. Hash-Kollisionen von nicht-identischen Elementen sollen vermieden werden, da sie
die Zugriffszeit verlingern. Bei lokalitétssensitiven Funktionen hingegen sind Hash-Kollisionen
sogar erwiinscht, sofern sie vorrangig unter den néchsten Nachbarn auftreten. Oft werden beide
miteinander kombiniert, indem man erst eine lokalitdtssensitive Funktion anwendet und dann
auf den so berechneten Schliissel, eine Hashfunktion anwendet, um die Schliisselmenge effizient
speichern zu koénnen und darin effizient suchen zu kénnen. Wir ignorieren diesen Aspekt hier
und beschrianken uns auf die Analyse der lokalitdtssensitiven Funktionen.

Definition 18.2. Sei X = R. Sei F die Klasse von Funktionen hy, : X — Z mit hy(z) = [x+n],
und mit n € [0,1). Betrachte die Wahrscheinlichkeitsverteilung tiber F, bei der n gleichverteilt
im Intervall [0, 1) gewdhlt wird.

Lemma 18.3. Die Klasse F aus Definition 18.2 ist lokalititssensitiv beziiglich des Euklidischen
Abstandes. Insbesondere gilt fiir jedes x,y € X

Pry,cr [hn(x) = hy(y)] = max (0,1 — |z — y|)
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Beweis. Wenn z = y, dann ist die Wahrscheinlichkeit dass  und y auf denselben Funktionswert
abgebildet werden gleich 1. Fiir |x — y| > 1 werden = und y immer auf unterschiedliche Funkti-
onswerte abgebildet, egal welchen Wert 1 annimmt. Wir betrachten also den Fall |x — y| < 1.

Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit < y. Die Werte x und y werden genau dann nicht
auf denselben Funktionswert abgebildet, wenn in dem Intervall zwischen den Werten (z + 7)
und (y + 1) eine ganze Zahl liegt. Insbesondere gilt

hy(z) # hy(y) & [z+n] €lz+ny+n)
Betrachten wir die Zufallsvariable 7 definiert durch
=z +n]—(z+n)
Dann gilt nach obiger Betrachtung

hy(x) # hy(y) <= 70,y —2) (3)

Welche Verteilung hat also die Zufallsvariable 77

Eine wichtige Beobachtung ist, dass [z + n] mit € [0,1) nur zwei verschiedene Werte
annehmen kann, namlich [z +n] € {[z], [z + 1]}.

Wir betrachten eine weitere Zufallsvariable 7/ = 2 + 7 in den zwei Fillen.

(Fall 1) [7]=[2] = 7 €z, [z]]

(Fall2) [7']=[z+1] = 7 €([z],z+1)

Daraus ergibt sich fiir 7 = [r/] — 7/

(Fall 1) 7 = [2] — 7/

(Fall 2) 7= [z 4+1] — 7/

Es ergeben sich die folgenden Intervalle fiir Werte von 7 in den beiden Fillen.
(Fall 1) 7 € [[[z]] = [2], [z] — 2] = [0, [z] — 2]

(Fall 2) 7€ ([ +1] — (z + 1), [z + 1] — [2]) = ([2] — =, 1)

Da n in [0,1) gleichverteilt ist und daher 7/ in [z, + 1) gleichverteilt ist, schlieBen wir
daraus, dass 7 € [0,1) gleichverteilt ist. Nun folgt aus (3), dass wenn |z —y| < 1 ist,

Pry,er [hn(x) # hy(y)] = [z =y

Daraus folgt
Prhnef [hn(l‘) = hn(?/)] =max (0,1 — |z —y|)

Sei t € (0,1) ein Parameter. Es folgt nun, dass die Klasse F aus Definition 18.2 (r, R, «, 3)-
lokalitatssensitiv ist mit a = =1—t und r = R =t. 0

Wir wollen die Definition auf héhere Dimensionen erweitern. Dafiir wihlen wir zufillig eine
Gerade durch den Ursprung und projizieren die Punkte auf den eindimensionalen Unterraum
und wenden die Funktion aus Definition 18.2 auf den Unterraum an. Das geht am einfachsten
indem man einen Kinheitsvektor zufillig gleichverteilt auf dem Einheitskreis wéhlt. Der Ein-
heitskreis S! ist die Menge der Einheitsvektoren in R?. Formal, ist St = {z € R? | ||z|| = 1}
definiert. Wir koénnen einen Vektor u zufillig gleichverteilt aus S! auswihlen indem wir einen
Winkel ¢ zufiillig gleichverteilt im Interval [0, 27) auswéhlen und u = (cos ¢, sin ¢) definieren.
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Definition 18.4. Sei X = R2. Sei F die Klasse von Funktionen hy, : X — Z mit hyy(x) =
[(z,u) +n], und mit n € [0,1) und u € S'. Betrachte die Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber
F, bei der n gleichverteilt im Intervall [0,1) gewdhlt wird und u = (cos(¢),sin(¢)), wobei ¢
gleichverteilt im Intervall [0,27) gewdhlt wird.

Lemma 18.5. Die Klasse F aus Definition 18.4 ist (r, R, a, B)-lokalititssensitiv beziiglich des
Euklidischen Abstandes mit r = %,R =2,a= %,B = %

Beweis. Zunichst stellen wir fest, dass
[ (o) = (gou) | = o = y,u) | = = yl| - Jull - | cos] = [|o = y]| - | cos ],

wobei wir mit # den Winkel zwischen den Vektoren u und (x — y) bezeichnen.
Wir betrachten beide Félle aus der Definition der lokalitdtssensitiven Funktionen. Sei 0 <
|z — yl| < i. In diesem Fall, gilt fiir die Wahrscheinlichkeit, dass z und y auf verschiedene

Funktionswerte abgebildet werden

1
Pry, e hun(@) # hug(9)] = | (2 u) = (y,u) | = llz =yl - [cos b] < 5

Also ist
1

Prhu,nej: [hum(fﬁ) = hu,n(y)] > 9

Im zweiten Fall betrachten wir ||z — y|| > 2. Im Ereignis, dass = und y auf denselben
Funktionswert abgebildet werden, muss gelten

| <$7u> - <3:,u> | <1
Wir setzen ein und formen um und erhalten
1> ||z — yl|| cosb] > 2| cosb)|

Daraus folgern wir, dass |cosf| < % gelten muss, in dem Ereignis, dass x und y auf denselben
Funktionswert abgebildet werden. Der Vektor (x — y) ist fest und unabhéngig von der Wahl
der lokalitétssensitiven Funktion h,, mit v = (cos¢,sin ¢). Insbesondere muss der Winkel ¢
gleichverteilt in [0, ) sein, da ¢ gleichverteilt in [0, 27) ist. Also ist

1 T 2w 1
Pri, e lhug() = 0] < Pr [[eostl] < 3| =Pr o€ [ 757 [ =3
O

Die Analyse aus obigem Beweis funktioniert unter der Annahme, dass X = R2. Tatséchlich
kann man aber zeigen, dass eine d&hnliche Klasse von Funktionen auch in hoheren Dimensionen
lokalitéitssensitiv beziiglich des Euklidischen Abstandes ist.

2 Verstiarkung durch Komposition

In den obigen Funktionsklassen fiir den Fuklidischen Abstand ist die Erfolgswahrscheinlichkeit
fiir zwei Punkte, die nah beieinander liegen, auf denselben Funktionswert abgebildet zu werden
noch nicht hoch genug fiir praktische Anwendungen. Es ist daher sinnvoll, die Wahrscheinlich-
keiten zu verstiarken indem man eine Komposition von mehreren Funktionen benutzt.
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Abbildung 2: Wahrscheinlichkeit fiir Hashkollisionen fiir feste x,y € X bei Komposition, in
Abhingigkeit von s = Prper [h(z) = h(y)]. Links: k-fache UND-Komposition; Rechts: k-fache
UND-Komposition gefolgt von L-facher ODER-Komposition.

Sei k eine natiirliche Zahl. Sei F eine Klasse von (7, R, «, 3)-lokalitéitssensitiven Funktio-
nen. Eine k-fache UND-Komposition ist eine Funktion g : X — U* definiert durch g(z) =
(hi(z),..., hp(z)) mit hy,...,hy € F. Beachte, dass auf U* eine Ordnungsrelation existiert,
sofern auf U eine Ordnungsrelation existiert, zum Beispiel konnen wir die lexikographische
Ordnung annehmen. Dies wird eine UND-Komposition genannt, da g(z) = g¢(y) voraussetzt,
dass h;(xz) = hi(z) fir alle 1 < i < k. Wir bezeichnen die resultierende Klasse von Funktionen
mit F*.

Zusiétzlich konnen wir eine ODER-Komposition betrachten. Dies ist eine Komposition der
resultierenden Datenstrukturen. Sei L eine natiirliche Zahl. Seien g1, ..., g zufillig aus F*
gewdhlt. Wir berechnen fiir jede Funktion g; den Schliissel g;(z) fiir jedes z € S der Trainings-
menge und fiigen g;(x) in eine separate Datenstruktur D; ein. Bei einer Anfrage mit einem
Element y € X berechnen wir den Schliissel g;(y) und suchen mit diesem Schliissel in den Da-
tenstrukturen D, ..., Dr. Die Suche ist erfolgreich, wenn wir ein z € S finden, mit d(z,y) < R.
Angenommen es existiert ein x € S mit d(z,y) < r. Was ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass
gi(z) = ¢i(y) fiir mindestens eines der i € {1,...,L}?

Lemma 18.6. Seien k, L € N. Sei F eine Klasse von lokalititssensitiven Funktionen auf einer
Grundmenge X. Sei (g1,...,91) eine k-fache UND-Komposition gefolgt von einer L-fachen
ODER-Komposition mit k - L Funktionen unabhdingig zufillig gewdhlt aus F. Dann gilt fir
jedes x,y € X

Pr(die{l,....L}: gi(z) = g:i(y)] = 1 — (1 — (Pryez [h(z) = h(y)])")*

Beweis. Sei z,y € X fest und sei s = Prpcr [h(x) = h(y)]. Sei i € {1,...,L} fest. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass g;(x) = g;(y) ist s*, da die Funktionswerte von = und y fiir alle & Funktionen
gleich sein miissen. Betrachten wir nun das Ereignis, dass g;(x) # ¢;(y) fir alle i € {1,..., L}.
Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist (1 — s¥)”. Die Wahrscheinlichkeit im Satz ist die Gegenwahr-
scheinlichkeit dazu. O

Beispiel 18.7. Betrachten wir die Klasse von Funktionen aus Definition 18.2 fiir den Euklidi-
schen Abstand in R. Seien xz,y € R fest und sei s = max (0,1 — |x — y|). Laut Lemma 18.3
ist s ist die Wahrscheinlichkeit, dass x und y auf denselben Funktionswert abgebildet wer-
den. Laut Lemma 18.6 ist die Wahrscheinlichkeit, dass g;(x) = gi(y) fiir mindestens eines der
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i€ {l,...,L} gleich 1 — (1 — s*)E'. Abbildung 2 zeigt Beispicle von Funktionengraphen dieser
Funktion fiir verschiedene Werte von k und L.
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